Crtanje krivulja

Mnogi objekti iz stvarnog svijeta, ali i iz virtualnih svjetova, koji se prikazuju primjenom racunarske
grafike, omedeni su glatkim krivuljama ili plohama. Najces¢i je slucaj da egzaktan matematicki model
takvog objekta ne postoji, ili je preslozen za primjenu u stvarnom vremenu. Stoga je nuzno kreirati
priblizan matematic¢ki model koji omoguéava graficko predstavljanje objekta na zadovoljavajuéi nacin.

Najjednostavniji pristup modeliranju krivulje je linearna aproksimacija (prvog reda) po dijelovima
(Slika 3.11). Krivulja se aproksimira viSestrukim crtama (niz povezanih ravnih crta) ili mnogokutima.
Toc¢nost aproksimacije odredena je brojem linearnih segmenata kojima se aproksimira pojedini dio
krivulje. Za visoku razinu podudarnosti linearnog aproksimacijskog modela i Zeljene, krivulje potreban
je veliki broj linearnih segmenata.

SI. 1. Primjer modeliranja krivulje linearnim segmentima.

Veca razina podudarnosti, odnosno bolja aproksimacija, uz maniji broj pojedina¢nih segmenata, moze
se ostvariti primjenom aproksimacija viSeg reda. NajceSc¢e se koriste aproksimacije tre¢eg reda, jer
aproksimacije nizeg reda ne daju dovoljno fleksibilnosti za oblikovanje razli¢itih krivulije, a
aproksimacije viSeg reda su raéunski zahtjevnije i slozenije za primjenu.

Postoji vie oblika matemati¢kog prikaza krivulja za aproksimacije viSeg reda: eksplicitni, implicitni i
parametarski.

U slu€aju primjene parametarskog oblika jednadzbe krivulje, sve tri koordinate izrazene su kao
funkcije parametra t: x=x(t), y=y(t), z=z(t).

Parametarski oblik jednadzbe krivulje nema nedostatke eksplicitnog i implicitnog oblika, te je stoga
najprikladniji za modeliranje krivulja u racunarskoj grafici.

Parametarske krivulje tre¢eg reda

Parametarske krivulje tre¢eg reda najcesce se koriste za modeliranje krivulja u racunarskoj grafici, jer
omogucavaju dovoljno fleksibilnosti za oblikovanje razli€itih krivulja, uz prihvatljivu razinu sloZenosti.
Model krivulje se specificira po odsjeccima - polinomima treCeg reda. Svaki odsjeCak Q opisan je s tri
funkcije (polinoma treCeg reda) x, y i z, parametra t, na slijedeci nacin: Q(t) = [x(t) y(t) z(t)] gdje je



X(t) = a t> + b t> + oyt + dy
y(t) = a,t + byt + ¢, t + d,
z(t)=a,t? +b,t? +c,t + d,
uz0<t<1.

Ako definiramo vektor potencija parametra t, na slijedeéi nacin:
T=[t £t 1]

te matricu koeficijenata triju polinoma, na slijedeci nacin:

8, a, a
aules br b
Sy Gy Cg

tada mozZemo pisati izraz za model odsjecka krivulje u sazetom obliku:
Qt)=TC.

Deriviranjem prethodnog izraza, dobit ¢e se izraz za vektor smjera tangente:

%q.;.qm.[n* 21 n]c.

Cjeloviti model Zeljene krivulje tvori se sastavljanjem modela pojedinih odsjeCaka. Razina glatkoce
krivulje na spoju dvaju odsjeCaka izrazava se u smislu dviju vrsta kontinuiteta:

e geometrijskog kontinuiteta G,
e parametarskog kontinuiteta C.

Geometrijski kontinuitet definiran je na slijedeci nacin:

e geometrijski kontinuitet G - neprekinutost krivulje u toéki dodira odsje¢aka,
e geometrijski kontinuitet G' - jednakost vektora smjera tangente u toCki dodira odsjecaka.

Parametarski kontinuitet definiran je na slijedeci nacin:

e parametarski kontinuitet C' - jednakost parametara t u todki dodira odsjecaka,
e parametarski kontinuitet C" - jednakost n-te derivacije Q(t) u tocki dodira odsjecaka.

Odnos1pararqetarskog i geometrijskog kontinuiteta moze se sazeti na slijedeci nacin:
C =G
tj. parametarski kontinuitet implicira geometrijski kontinuitet, dok obrnuto opéenito ne vrijedi.



Definicija odsjecka krivulje Q(t)
Polinom tre¢eg stupnja, kao model odsjecka krivulje, ima 4 nepoznata koeficijenta, Sto zahtijeva 4
uvjeta za njihovo odredivanje. Na taj nacin dobija se sistem od ukupno 4 jednadzbe s 4 nepoznanice.

Uvjeti mogu biti: krajnje taCke, vektor smjera tangente, ili kontinuitet u tackama dodira pojedinih
odsjecaka.

S obzirom na izbor vrste uvjeta definirane su razli€ite vrste krivulja. Osnovne vrste su:

o Hermiteove krivulje (uvjeti su: dvije krajnje tocke i dva vektora smjera u krajnjim tockama),

o Bezierove krivulje (uvjeti su: dvije krajnje toCke i dvije dodatne tocke koje odreduju vektore
smjera u krajnjim tockama),

e B-krivulje i b-krivulje (uvjeti su: Cetiri kontrolne tocke).

Hermiteove krivulje i Bezierove krivulje zadovoljavaju kriterije G' i C' kontinuiteta uz odredene uvjete,
dok B-krivulje zadovoljavaju kriterije C' i C* kontinuiteta.

Matrica koeficijenata C mozZe se izraziti kao umnozak bazne matrice M i geometrijskog vektora G koji
sadrzi zadane geometrijske uvjete (npr. koordinate taaka):

C=MG

Izraz za parametarski model odsjecka krivulje tada moZemo napisati na slijedeci nacin:
Qt)=TMG

Promatramo li samo jednu komponentu vektora Q(t), npr. x(t), dobivamo slijedeéi izraz:
x(t)=TM G,

Oznacimo li umnozak vektora T i matrice M s B (B=TM) mozemo pisati :
Qt)=BG

Elementi matrice B su polinomi treCeg reda parametra t. Na taj nacin, vidimo da je krivulja
predstavljena kao tezZinski zbroj elemenata geometrijskog vektora, gdje su tezinski faktori polinomi
parametra t.

Za svaku pojedinu vrstu krivulja definirana je bazna matrica M i geometrijski vektor G.

Sve skupine krivulja, predstavljene matri€¢nim umnoskom Q(t)=TMG, moguce je medusobno pretvarati
iz jednih u druge. Npr. krivulije predstavljene baznom matricom M; i geometrijskim vektorom G,
moguce je predstaviti drugom baznom maticom M, i odgovaraju¢im geometrijskim vektorom G,.
Vazno je da mora biti ispunjen uvjet:

M, G,= M, G,

Nepoznati geometrijski vektor G, moze se izracunati na slijedeci nacin:

Gz = M2-1M1 G1



Na taj naCin moze se npr. krivulja predstavljena baznom matricom i geometrijskim vektorom za
Hermiteove krivulje transformirati u prikaz baznom matricom i geometrijskim vektorom za Bezierove
krivulje. Razli€ite vrste krivulja imaju razliCite prednosti za pojedine vrste primjena. Prednosti razlicitih
vrsta krivulja mogu se najbolje iskoristiti u kombiniranom nadinu prikaza krivulja. Cesto se krivulja se
predstavlja korisniku putem sucelja kao Bezierova ili Hermiteova, dok je unutrasSnja reprezentacija B-
krivulja. Npr. u PostScript-u se krivulje predstavljaju korisniku kao Hermiteove dok im je unutrasnja
predstava Bezierova.

Kriteriji za izbor vrste krivulje ukljuCuju:

prikladnost za interaktivhu manipulaciju,
stupanj kontinuiteta,

opcenitost,

brzinu proracuna.

Bezierove i Hermiteove krivulje posebice su prikladne za interaktivhu manipulaciju zbog razumljivosti
djelovanja korisnika putem kontrolnih toCaka i vektora tangenti. B-krivulje prikladne su za unutarnje
predstavljanje krivulja zbog svoje opcenitosti.

Bezierove krivulje
Bezierove krivulje definirane su sljede¢im geometrijskim uvjetima:

dvije krajnje toCke P i Pa.
dvije kontrolne tocke P;i P4 koje odreduju vektore smjera u krajnjim tockama R4i Ry.

Pomocu dviju kontrolnih to€aka posredno su definirani vektori smjera tangenti Ry i R4 u dvjema
krajnjim toCkama. Vektor smjera tangente u pocCetnoj toCci odgovara derivaciji krivulie Q(t) za
vrijednost parametra t=0, dok vektor smjera tangente u krajnjoj to€ci odgovara derivaciji krivulje Q(t)
za vrijednost parametra t=1:

R = Q'(0) = 3(P,-Py)
Ry = Q'(1) = 3(P4-Ps)

Elementi geometrijskog vektora su Cetiri zadane tocke. Geometrijski vektor za Bezierove krivulje
definiran je na sljedec¢i nacin:



Bazna matrica za Bezierove krivulje definirana je na sliedeci nacin:
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Imajuci u vidu da je odsjecak krivulje opisan izrazom:
Q(t) =T MB GB

uvrStenjem bazne matrice i geometrijskog vektora dobivamo sljedeéi oblik jednadzbe odsjecka
Bezierove krivulje:

Q(t) = (1-t)° Py + 3t (1-)* P + 3 (1-) P + 2 Py
Polinomi koji predstavljaju koeficijente pojedinih to€aka u ovom izrazu nazivaju se Bernsteinovi
polinomi. Na slici 3.13 a) prikazan je primjer crtanja odsjeCka Bezierove krivulje, a na slici 3.13 b)

primjer dvaju spojenih odsjeCaka Bezierovih krivulja.
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Slika 3.13 a) Primjer crtanja odsjeCka Bezierove krivulje, b) Primjer dvaju spojenih odsjeCaka
Bezierovih krivulja.

Uvjet za G kontinuitet jest da tocke P3, P, i Ps moraju biti razli¢ite i kolinearne
P3-P4=k(P4-P5), k>0

Uvjet za C' kontinuitet jest da je k = 1.



